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Soit V une varie te torique sur Q de ploye e et lisse a laquelle on associe une fonc-
tion h des hauteurs de finie par des me triques naturelles sur le fibre anticanonique.
Soit T/V le tore alge brique dense dans V. On se place dans le cas ou le faisceau
anticanonique de V est engendre par ses sections globales. Il existe un re el %=%(V )
>0 tel que l’on ait, pour B1,
NT (B)=card[P # U : h(P)B]
=BQ(log B)+O(B1&%)
ou Q est un polyno^me de degre e gal a rang (Pic (V ))&1 et de coefficient dominant
e gal a la constante C conjecture e par E. Peyre. Nous de montrons ce re sultat gra^ce
a des re sultats de ge ome trie alge brique issus d’un re cent travail de P. Salberger et
a un the ore me ge ne ral de the orie analytique des nombres sur les estimations
pre cises de sommes multiples de fonctions arithme tiques de montre par l’auteur.
 2001 Academic Press
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fonction de compte.
Let V be a split and smooth toric variety over Q. We associate a height function
h defined by natural metrics on the anticanonic sheaf. Let T/V be the algebraic
torus which is dense in V. We assume that the anticanonical sheaf of V is generated
by its global sections. There exists %=%(V )>0 such that, for B1,
NT (B)=card[P # U : h(P)B]
=BQ(log B)+O(B1&%)
where Q is a polynomial with a degree equal to rank (Pic(V ))&1 and a leading
coefficient equal to the constant conjectured by E. Peyre. We show this result by
using a recent work of P. Salberger and a general result from analytic number
theory about precise estimation of multiple sums of arithmetical functions shown by
the author.  2001 Academic Press
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1. INTRODUCTION
Les varie te s toriques sont un sujet d’e tude privile gie en ge ome trie
alge brique, sujet qui fournit de nombreux exemples pour tester des the ories
plus ge ne rales et plus abstraites. C’est aussi le cas pour l’e valuation
asymptotique du nombre de points de hauteur borne e par B. Cette
question de de nombrement, qui est clairement naturelle, permet de faire
appara@^tre des invariants ge ome triques tre s inte ressants.
Soit k un corps de nombres et une varie te V de Fano sur k a laquelle on
associe une fonction h des hauteurs de finie par des me triques naturelles sur
le fibre anticanonique. Manin a conjecture que, pour U un ouvert de V
convenablement choisi, on a
NU (B) :=card[P # U : h(P)B]tCB(log B)r&1 (1.1)
ou r est le rang du groupe de Picard de V et C est une constante non nulle.
La restriction a un ouvert U permet d’e viter les sous-varie te s accumu-
latrices. Par exemple, dans le cas de varie te s cubiques, on exclut les points
des droites contenues dans V. Dans [2], Batyrev et Tschinkel ont montre
qu’en fait cette conjecture n’est pas pertinente pour certaines varie te s de
Fano. Cependant, elle a e te ve rifie e pour plusieurs classes d’exemples.
Dans [11], Peyre raffine cette conjecture en donnant une expression de
C en fonction d’une mesure de Tamagawa. Il ve rifie sur certains exemples
la valeur de C conjecture e. Dans [1, 3, 4], Batyrev et Tschinkel e tablissent
cette formule pour toutes les varie te s toriques sur un corps quelconque.
Nous renvoyons aussi le lecteur a l’article de Strauch et Tschinkel [15]. Ils
utilisent une se rie de Dirichlet associe e a ce comptage exprime e dans un
langage ade lique.
Dans le cas de k=Q, Salberger dans [13] retrouve ce re sultat pour
toute varie te torique satisfaisant aux conditions de notre the ore me 1. L’ide e
principale de Salberger est qu’il est plus facile de compter des points entiers
sur des torseurs universels que de compter les points rationnels sur T le
tore alge brique dense dans V. Les torseurs universels d’une varie te torique
lisse sont des ouverts d’un espace affine. Dans le cas de ploye , ils sont des
comple mentaires de sous-espaces vectoriels. Il utilise ensuite des me thodes
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e le mentaires de ja utilise es par Schanuel [14] et Peyre [11] dans des cas
particuliers. Le re sultat de cet article est le suivant.
The ore me 1. Soit V une varie te torique sur Q de ploye e et lisse et T/V
le tore alge brique dense dans V. On se place dans le cas ou le faisceau
anticanonique est engendre par ses sections globales. Il existe un re el strictement
positif =(V ) tel que l ’on ait
NT (B)=BQ(log B)+O(B1&) (B1)
ou Q est un polyno^me de degre e gal a rang (Pic(V ))&1 et de coefficient
dominant e gal a la constante C conjecture e par Peyre.
Ce re sultat permet d’affirmer que la fonction ze^ta des hauteurs associe e
de finie pour Re(s)>1 par
Z(s) := :
P # T
1
h(P)s
est prolongeable dans le demi-plan Re(s)>1&%.
Nous de montrons le the ore me 1 gra^ce a des re sultats de ge ome trie
alge brique issus d’un re cent travail de Salberger [13] et a un the ore me
ge ne ral de the orie analytique des nombres sur les estimations pre cises de
sommes multiples de fonctions arithme tiques e tabli dans [6]. Ces me thodes
sont diffe rentes de celles utilise es par Batyrev et Tschinkel dans [3, 4], qui
eux n’obtiennent qu’un e quivalent de NT(B).
Le the ore me 1 est un re sultat qualitatif. Nous n’avons pas ici essaye de
maximiser la valeur de %. Citons cependant le re sultat de l’auteur [5] ou
le terme d’erreur est optimal pour la me thode d’analyse complexe utilise e
e tant donne le domaine sans ze ro de la fonction ‘ de Riemann actuellement
connu. Soit
N1(B) :=4 card[(x, y, z, t) # (N & [1, B])4 : pgcd(x, y, z, t)=1, xyz=t3].
Ce cardinal correspond au nombre NU1(B) de points de hauteur infe rieure
a B de la varie te torique V1 associe e a l’e ventail de fini par n1=(&1, &1),
n2=(&1, 2), et n3=(2, &1) du re seau Z2.1 Ici, on peut interpre ter la
varie te V1 de P3Q comme l’ensemble des ze ros dans P3(Q) du polyno^me
homoge ne de degre trois XYZ&T 3. Le plongement dans P3(Q) de finit la
hauteur h : h(P)=max[ |x| , | y| , |z|, |t|] lorsque le point P de P3(Q) est
repre sente par (x, y, z, t) ve rifiant pgcd(x, y, z, t)=1. On choisit U1 le
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1 Ce cas particulier a e te explique par Salberger [13, Exemple 11.50]. Pour la construction
ge ne rale de V a partir de son e ventail, se reporter a la section 3.
sous-ensemble de V1 compose des quadruplets (x, y, z, t) tels que xyzt{0.
U1 est bien le tore alge brique.
Dans [5], l’auteur montre l’estimation pre cise suivante
The ore me A [5]. Soit g(B) :=(log B)35 (log2 B)&15. Il existe un poly-
no^me Q1 # R[X ] de degre 6 et un re el c1>0 tels que l ’on ait
N1(B)=BQ1(log B)+O(B78 exp[&c1 g(B)]) (B3).
Il est probable que les outils analytiques de veloppe s dans [6] soient suf-
fisants pour de montrer une formule pre cise dans d’autres cas que ceux de
l’e nonce du the ore me 1. Comme Salberger dans [13], nous nous sommes
restreint au cas des varie te s toriques sur Q.
2. ESTIMATION DE SOMMES MULTIPLES DE FONCTIONS
ARITHME TIQUES
2.1. Estimation de sommes multiples
Nous de signons par s le m-uplet de fini par s=(s1 , . . . , sm) lorsqu’il n’y
aura pas d’ambigu@ te . Soit Lm(C) l’espace des formes C-line aires de C
m
dans C. Nous notons [ej]mj=1 la base canonique de C
m et [ej*]mj=1 la base
duale dans Lm(C). La norme & }&1 est de finie par
&{&1 := :
m
j=1
|{j | ({=({1 , . . . , {m) # Rm).
Le re sultat que nous e nonc ons ici est une conse quence des the ore mes 1
et 2 de [6]. Nous utilisons la notation B=mj=1 ;jej* et ;=(;1 , . . . , ;m)
la matrice ligne associe e.
The ore me B [6]. Soit f une fonction arithme tique positive de finie sur
N*m et F la se rie de Dirichlet associe e
F(s)= :

d1=1
} } } :

dm=1
f (d1 , . . . , dm)
d s11 } } } d
sm
m
. (2.1)
On suppose qu’il existe : # ]0, +[m tel que F satisfasse aux trois proprie -
te s suivantes:
(P1) La se rie F(s) est absolument convergente pour s tel que
Re(sj)>:j pour tout j=1, . . . , m.
(P2) Il existe une famille L de n formes line aires L :=[l(i )]ni=1 de
Lm(C) satisfaisant a l(i )(ej) # [0, +[ telle que la fonction H de Cm dans
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C de finie par H(s)=F(s+:) >ni=1 l
(i )(s) soit prolongeable en une fonction
holomorphe dans le domaine D($1) :=[s # Cm : Re(l(i )(s))>&$1 (\i )] ou
$1 est une constante positive.
(P3) Il existe $2>0 tel que, pour tout =>0, pour tout =$>0, la
majoration
|H(s)|<< ‘
n
i=1
( |Im(l(i )(s))|+1)1&$2 min[0, Re(l(i)(s))](1+&Im(s)&=1) (2.2)
soit uniforme ment valable dans le domaine D($1&=$).
Soit ; # (]0, +[)m. Il existe un polyno^me Q=Q; # R[X ] de degre
infe rieur ou e gal a n&rang(L) et un re el =(L, $1 , $2 , :, ;)>0 tels que
l’on ait la formule, pour B1,
S;(B) := :
1d1B
;1
} } } :
1dmB
;m
f (d1 , . . . , dm)
=B_(Q(log B)+O(B&%)) (2.3)
ou on a note _ :=mj=1 :j; j .
De plus, si F satisfait aux deux conditions supple mentaires
(P4) Il existe une fonction G telle que H(s)=G(l(1)(s), . . . , l(n)(s)).
(P5) B # Conv*(L) et l(i )(:)=1 (i=1, . . . , n).2
Alors, le polyno^me Q satisfait a la relation
Q(log B)=C0B&_ Vol(A;(B))+O((log B)\&1) (B3) (2.4)
ou l ’on a pose C0 :=H(0, . . . , 0), \ :=card(L)&rang(L),
A;(B) :={y # [1, +[n : ‘
n
i=1
yl(i)(ej )i B
;j ( j=1, . . . , m)= . (2.5)
Dans la de monstration de ce re sultat, il est indique e une formule
explicite de  en fonction des $i , de : et de L. E tant donne la ge ne ralite
du re sultat, la valeur indique e n’est e videmment pas optimale.
3. CONSTRUCTION DES VARIE TE S TORIQUES
Une varie te torique peut e^tre construite, par une me thode de type com-
binatoire, a partir de la donne e d’un re seau N et d’un e ventail 2. Nous
exposons la construction d’une varie te torique V sur Q a partir de la
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2 Nous utilisons les notations Conv(L)=l # L R+l et Conv*(L)=l # L R*
+l.
donne e d’un e ventail 2 et un re seau N (Celle-ci est expose e en de tail au
chapitre 1 du livre de Fulton [8] sur le corps de C). Nous nous sommes
aide du chapitre III ‘‘Ge ome trie d ’Arakelov des varie te s toriques’’ de la the se
de Maillot [9]. Nous conseillons aussi la lecture du livre d’Ewald [7] qui
expose clairement les liens entre les varie te s toriques et les proprie te s
combinatoires des e ventails.
Soit N&Zd un Z-module libre de rang d. On note MZ=Hom(N, Z) le
re seau dual, avec l’accouplement canonique qu’on notera ( , ) . Soit
NR=NZ R et MR=MZ R les R-espaces vectoriels associe s. L’ac-
couplement ci-dessus s’e tend en une forme biline aire:
( , ) : MR _NR  R.
De finition. On appelle co^ne polyhe dral rationnel dans N ou plus
simplement co^ne tout ensemble _ inclus dans NR de la forme
_= :
i # I
R+n i ,
ou [ni]i # I est une famille finie d’e le ments de N.
Pour un co^ne _, la dimension de _ est de finie comme la dimension de
l’espace vectoriel re el engendre par les points du co^ne _.
Un co^ne est dit strict s’il ne contient aucune droite re elle.
Pour un _ un co^ne de N, on de finit le co^ne dual _* (resp. l’orthogonal
_= ) par
_*=[v # MR : (v, x)0, \x # _],
_==[v # MR : (v, x)=0, \x # _].
On dit que {_ est une face de _, et on note {<_, s’il existe v # _* tel que
{=_ & [v]=.
Nous sommes maintenant en mesure de de finir la notion d’e ventail.
De finition. Un e ventail est un ensemble fini de co^nes strictement
convexes polyhe draux rationnels dans NR=NR satisfaisant a :
(i) Chaque co^ne de 2 contient l’origine,
(ii) Chaque face d’un co^ne de 2 est aussi un co^ne de 2,
(iii) L’intersection de deux co^nes de 2 est une face de chacun des
deux co^nes.
De plus,
(iv) 2 est dit complet si NR est la re union des co^nes de NR ,
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(v) 2 est dit re gulier si chaque co^ne de 2 est engendre par une partie
d’une Z-base de N.
On appelle rayon les co^nes de dimension 1 et on note 2(1) leur ensemble.
Similairement, on note 2(k) l’ensemble des co^nes de 2 de dimension k et
2max l’ensemble des co^nes de dimension maximale.
Le co^ne dual _* de termine un semi-groupe commutatif
S_=_* & M=[u # M : ( u, v)0 \v # _] .
Ce semi-groupe est engendre de manie re finie, il lui correspond une
Z-alge bre commutative engendre de manie re finie Z[S_].
De finition. Soit _ un co^ne strict de NR, on appelle varie te torique
affine associe e a un co^ne _ le Z-sche ma U_ :
U_=Spec(Z[S_]).
Soit 2 un e ventail. On appelle varie te torique associe e a l’e ventail 2 et
on note X(2) le sche ma obtenu par recollement des U_ , _ parcourant 2,
a l’aide des immersions ouvertes U_ & _$ /U_ et U_ & _$ /U_$ , pour _,
_$ # 2.
Lorsque l’e ventail 2 n’est pas re gulier, il est possible de construire un
raffinement 2$ de 2 (i.e., chaque co^ne de 2 est une re union de co^nes de 2$)
tel que 2$ soit re gulier et tel que l’application induite entre 2$ et 2 soit
propre et birationnelle (Voir le livre de Oda [10, paragraphe 1.5]). L’objec-
tif d’une telle manipulation est de pouvoir se ramener a une varie te torique
X(2$) lisse.
Lorsque l’e ventail 2 est re gulier et complet, on peut aise ment calculer le
rang du groupe de Picard Pic(X(2)):
rang(Pic(X(2))=card(2(1))&dim 2. (3.1)
L’inte re^t des varie te s toriques est que leurs proprie te s ge ome triques se
traduisent en termes de la donne e combinatoire qu’est l’e ventail.
4. DE MONSTRATION DU THEORE ME 1
4.1. Re duction du proble me gra^ce a un lemme de Salberger
Nous utilisons un re cent travail de Salberger [13]. A cette fin, nous
emploierons autant que possible ses notations. Notons
c(k) :=card[P # T : h(P)=k]
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ou T est le tore alge brique dense dans V et h est la hauteur associe e au
faisceau anticanonique et la norme ade lique de finie par Salberger [13,
de finition 9.11 mais aussi formule 11.2]. Posant n :=card(2(1)) et
m :=card(2max), nous de signons par 1 , . . . , n les n rayons de 2 et
_1 , . . . , _m les m co^nes de 2max . De plus, nous notons _(1) l’ensemble des
rayons de _. A tout co^ne maximal _j et rayons j , nous associons les
valeurs l(i )(e j) # N et des polyno^mes Pj3 tels que
Pj (x) := ‘
n
i=1
xl (i)(ej )i ( j=1, . . . , m).
Nous donnons une interpre tation ge ome trique des l(i )(e j). L’e ventail 2
est re gulier et complet dans le Z-module N. Pour tout rayon  de 2(1),
nous notons n le ge ne rateur de l’intersection du re seau avec l’are^te corres-
pondante. Pour tout co^ne _ de dimension maximale, les n pour \ de cri-
vant _(1) forment une base de N et m(_) est la somme des vecteurs de la
base duale dans M=Hom(N, Z). Nous avons alors la relation
l(i )(ej)=1&(m(_j) ni) . (4.1)
Ceci est explique en de tail dans [13, proposition 8.7 et section 11]. Les
[l(i )(ej)] injm de finissent alors une famille L :=[l(i )]ni=1 de n formes
line aires de Lm(C).
A tout co^ne maximal _j , on associe aussi les polyno^mes Rj de finis par
Rj (x)= ‘
n
i=1
i  _j
xi ( j=1, . . . , m).
Notre de monstration repose sur la traduction arithme tique du proble me
faite par Salberger [13].
Lemme 4.1 (Salberger [13]). Il existe un re el *(2)>0 tel que c(k)=
*(2) c0(k) ou 4
c0(k) :=card {d # (N*)n :
max
j=1, . . . , m
(Pj (d))=k
= .pgcd
j=1, . . . , m
(R j (d))=1
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3 Dans le cas ou le faisceau anticanonique est non semi-ample, les polyno^mes Pj sont alors
des mono^mes de Laurent.
4 Ici, et jusqu’a la fin de cet article, N de signe de signe l’ensemble des entiers non ne gatifs
et N*=N"[0].
Avec les notations de [13] (se reporter aux lemmes 11.3, 11.4, 11.5), on a
*(2)=
card(U0(R)U0(R+))
T (Z)
.
Il est a noter que l’on peut restreindre le maximum a un sous-ensemble
de [1, . . . , m] dans certains cas. Cependant, nous ne nous servirons pas de
cette remarque.
Nous sommes donc ramene s a e tudier le comportement asymptotique de
S(B) := :
kB
c0(k)= :
1k1B
} } } :
1kmB
f (k1 , . . . , km)
ou la fonction
f (k1 , . . . , km) :=card[d # Nn : Pj (d)=k j , pgcd
j=1, . . . , m
(Rj (d))=1]
est une fonction arithme tique multiplicative. La formule NT (B)=*(2) S(B)
nous permettra de conclure.
4.2. E tude de la se rie de Dirichlet F associe e
Nous e tudions / la fonction caracte ristique des n-uplets d’entiers d=
(d1 , . . . , dn) tels que les pgcdj (Rj (d))=1. Cette fonction a e te e tudie e par
Salberger [13, lemme 11.15] ge ne ralisant des re sultats de Peyre [11, sous-
section 8.5, 9.5, 10.5]. Nous de finissons +/ la fonction de (N*)
n dans R par
/(d)= :
d$ | d
+/(d$) (d # (N*)
n). (4.2)
Il est facile de ve rifier que (4.2) de finit bien +/ . Nous rassemblons dans un
lemme les proprie te s de +/ dont nous aurons besoin.
Lemme 4.2. (i) Pour tout d # (N*)n, d$ # (N*)n, on a
+/(dd$)=+/(d) +/(d$)
de s que pgcd(pgcdj=1, . . . , m (Rj (d)), pgcd j=1, . . . , m (R j (d$)))=1.
(ii) La quantite +/( p&1, . . . , p&n) est inde pendante de la valuer de p.
(iii) Soit d=(d1 , . . . , dn){(0, . . . , 0) tel qu’il existe _ # 2 tel que di=0
de s que \i  _(1), alors +/(d)=0.
S ’il existe i tel que +(di)=0, alors +/(d)=0.
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(iv) Soit f le plus petit entier tel qu’il existe f rayons de 2 qui ne soient
pas contenus dans un co^ne de 2. Il est clair que f2. Alors la fonction G
de finie par
G(s) := :

d1=1
} } } :

dn=1
+/(d)
‘
m
j=1
Pj (d)sj
= :

d1=1
} } } :

dn=1
+/(d)
‘
n
i=1
d l (i)(s)i
est absolument convergente de s que Re(l(i )(s))> 1f pour tout i=1, . . . , n.
De monstration. Seul le point (iv) n’a pas e te e nonce dans le
lemme 11.15 de [13]. La multiplicativite de +/ implique que
G(s)=‘
p \ :& # Nn
+/( p&1, . . . , p&n)
‘
n
i=1
p&i l (i)(s) +
puisque
‘
m
j=1
Pj ( p&1, . . . , p&n)sj= ‘
n
i=1
p&i l (i)(s). (4.4)
Or d’apre s la de finition de f et le point (iii), nous avons l’implication
(+/( p&1, . . . , p&n){0) O \&i1 (\i ), :
n
i=1
&i f + .
Nous en de duisons donc aise ment le point (iv) du lemme 4.2.
Maintenant le calcul de la se rie de Dirichlet F associe e a f devient aise .
Les relations (4.2) et (4.3) impliquent successivement
F(s)= :

k1=1
} } } :

km=1
f (k1 , . . . , km)
‘
m
j=1
ksj
j
= :

d1=1
} } } :

dn=1
/(d)
‘
n
i=1
d l (i)(s)i
= ‘
n
i=1
‘(l(i )(s)) G(s).
Nous e nonc ons les proprie te s de la famille L=[l(i )]ni=1 dont nous
aurons besoin pour appliquer le the ore me B. Reprenant les notations
utilise es a la section 2, nous posons B=mi=1 e j* et :=
1
m 
m
j=1 e j .
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Lemme 4.3. On a la relation B # Conv*([l(i )]ni=1), et, pour tout i=
1, . . . , n, on a l(i )(:)=1. La famille L ve rifie aussi
n&rang(L)=rang(Pic(V ))&1. (4.5)
Ce lemme a e te e tabli gra^ce a des discussions avec Peyre. Qu’il en soit
ici encore remercie .
De monstration. E tant donne que ces re sultats ne sont pas explicite s
dans [13], nous les de montrons. L’e ventail 2 est re gulier et complet dans
le Z-module N. A chaque co^ne _ maximal, on associe le diviseur effectif de
Weil
D(_) := :
 # 2(1)
(1&(m(_) n) ) D
ou D\ de signe les diviseurs de Weil irre ductibles associe s a un rayon \
(voir le chapitre 8 de [13] pour les de tails).
La comple tude et la re gularite de l’e ventail 2 impliquent l’existence de
coefficients #i>0 tels que
:
n
i=1
#i ni=0.
De (4.1), nous en de duisons que
:
n
i=1
#i l(i )(ej)= :
n
i=1
#i ,
et, par conse quent,
B= :
m
i=1
ej*=
:
n
i=1
#i l(i )
:
n
i=1
#i
.
Cela e tablit bien que B # Conv*([l(i )]ni=1).
La deuxie me relation du lemme s’e crit aussi _ # 2max (m(_) n)=0 pour
tout  # 2(1) c’est-a -dire _ # 2max m(_)=0. C’est ce que nous montrons
maintenant. Pour { une face de _ un co^ne de dimension maximale, nous
notons n_, { l’e le ment de M nul sur {, positif sur _ et non divisible. Alors
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nous avons m(_)={/_ n_, { . Or { est exactement l’intersection de deux
co^nes de dimension maximale, donc
:
_ # 2max
m(_)=:
{
:
{/_
_
n_, {=0,
ce qu’il fallait de montrer.
Le rang de L est e gal au rang du module engendre par les D(_) puisque
les m(_) engendrent M. Or celui-ci est e gal a dim(2)+1, nous obtenons
donc bien la relation (4.5) en utilisant la relation (3.1).
4.3. Application du The ore me B
Ve rifions que la fonction H de finie par
H(s)=F(s+:) ‘
n
i=1
l(i )(s)=G(s+:) ‘
n
i=1
(l(i )(s) ‘(l(i )(s)+1))
satisfait a toutes les conditions du the ore me B. La proprie te (P1) est
ve rifie e avec := 1m 
m
j=1 ej puisque, lorsque _ j>:j pour chaque j, la se rie
F(_1 , . . . , _m) est convergente.
La fonction ‘ de Riemann z [ ‘(z) admet un prolongement me romorphe
a tout le plan complexe avec un seul po^le en z=1. Gra^ce au point (iv) du
lemme 4.3, nous en de duisons que la proprie te (P2) est satisfaite.
La fonction ‘ de Riemann ve rifie la majoration pour tout =>0
z‘(z+1)<<(Im(z)+1)1&min[Re z, 0]3+=, Re z 12 .
(se reporter par exemple au the ore me II.3.6 de [16]). Du point (iv) du
lemme 4.2, nous en de duisons que la proprie te (P3) est ve rifie e avec
$1= 12m
1
m (1&
1
f ), $2=
1
3 .
La condition (P4) de coule de la deuxie me partie de l’e galite (4.3) et la
condition (P5) de la relation B # Conv*([l(i )]ni=1) du lemme 4.3.
Nous sommes donc en mesure d’appliquer le the ore me B. Il existe donc
un re el %=%(V )>0 et un polyno^me de degre infe rieur a n&rang(L)=
rang(Pic(V ))&1 tels que
S(B)=BQ(log B)+O(B1&%) (B1).
Nous ve rifions que nous obtenons bien l’e quivalent conjecture par Peyre.
L’ensemble A;(B) est celui de fini au lemme 11.28 de [13] (Cet ensemble est
note D(B) dans [13]). La formule 11.42 de [13] implique
Vol(A;(B))=:(2) card(2max) B(log B)r&1+O(B(log B)r&2)
326 RE GIS DE LA BRETE CHE
ou , d’apre s le the ore me 11.30 de Salberger [13], :(2) est un rationnel
de fini a partir de l’e ventail 2 tel que *(2) :(2) card(2max) C0 soit e gale a
la constante de Peyre.
La formule (2.4) permet ainsi de montrer que
BQ(log B)=C0 *(2) Vol(A;(B))+O(B(log B)r&2)
et de retrouver la constante C de la conjecture de Peyre dans la conjecture
de Manin. Cela ache ve la de monstration du the ore me 1.
5. E TUDE DE TAILLE E D’UN EXEMPLE
Nous e tudions en de tail le proble me de comptage sur V la surface de Del
Pezzo de ploye e de degre 6 sur Q obtenue en e clatant les points
(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)
sur P2Q . Ce proble me a de ja e tudie notamment par Peyre [11, section 7],
qui obtient un e quivalent de NT (B), et Robbiani sur un corps de nombres
quelconque [12] qui de montre une majoration de NT (B).
La varie te V peut e^tre vue comme l’ensemble des ze ros dans P1Q_P
1
Q_
P1Q du polyno^me X0X1X2&Y0 Y1Y2 . Le tore alge brique T dense dans V
est de fini par X0X1 X2Y0 Y1Y2 {0. Le faisceau OV (1, 1, 1) est isomorphe au
faisceau anticanonique. Le plongement dans P1(Q)_P1(Q)_P1(Q) de finit
la hauteur
h(P)= ‘
2
i=0
max[ |x i , yi |]
=max[ |x0x1 y2 |, | y0 x1 y2 |, | y0x1 x2 |, | y0 y1x2 |, |x0 y1x2 |, |x0 y1 y2 |]
lorsque le point P # V est repre sente par (x0 , y0 , x1 , y1 , x2 , y2) # Z6 avec
pgcd(xi , yi)=1.
Soient les ensembles
E :=[(x0 , y0 , x1 , y1 , x2 , y2) # (N*)6 : pgcd(xi , yi)=1, x0x1x2= y0 y1 y2 ] ,
et
E$=[d=(d1 , d2 , d3 , d4 , d5 , d6) # (N*)6 : pgcd
j=1, . . . , 6
(Pj (d))=1]
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ou
P1(d)=d2 d 23d5 d
2
4 , P2(d)=d3d
2
5d
2
4d6 , P3(d)=d
2
5d4d
2
6d1 ,
P4(d)=d2 d5d 26 d
2
1 , P5(d)=d
2
2d3d6d
2
1 , P6(d)=d
2
2d
2
3d4d1 .
Les polyno^mes Pi correspondent aux mono^mes de finissant la hauteur. Il
existe une bijection . entre E et E$ de finie par
.(x0 , y0 , x1 , y1 , x2 , y2)=(d1 , d2 , d3 , d4 , d5 , d6)
avec
d1=pgcd(x2 , y1), d2=pgcd(x0 , y1), d3=pgcd(x0 , y2),
d4=pgcd(x1 , y2), d5=pgcd(x1 , y0), d6=pgcd(x2 , y0).
Une simple e tude arithme tique montre que la re ciproque .&1 est de finie
par
.&1(d)=(d2 d3 , d5 d6 , d5 d4 , d2 d1 , d6d1 , d3d4).
En effet, la condition pgcdj=1, . . . , 6 (Pj (d))=1 est e quivalente a la condition
pgcd(xi , yi)=1 pour i=1, 2, 3, elle-me^me e quivalente a
pgcd(d2d3 , d5d6)=pgcd(d5 d4 , d2d1)=pgcd(d1d6 , d3d4)=1.5
Pour d # E$, on a
h(.&1(d))= max
j=1, . . . , 6
(Pj (d)) .
Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer NT (B) en fonction de E
puis de E$. Une e tude sur les signes possibles des coordonne es de P fournit
NT (B)=4 card {(x0 , y0 , x1 , y1 , x2 , y2) # E : ‘
2
i=0
max[x i , yi]B= .
En effet, si on impose arbitrairement que les xi sont positifs, il y a quatre
cas distincts: les yi tous positifs, ou deux des yi sont ne gatifs.
328 RE GIS DE LA BRETE CHE
5 On peut encore simplifier cette condition en pgcd(d2 , d5d4 d6)=pgcd(d3 , d5d6d1)=
pgcd(d5d4 , d1)=pgcd(d6 , d4)=1 mais cela ne nous servira pas.
La bijectivite de . implique
NT (B)=4 card[d # E$ : max
j=1, . . . , 6
(Pj (d))B]
=4 card[d # (N*)6 : max
j=1, . . . , 6
(Pj (d))B, pgcd
j=1, . . . , 6
(Pj (d))=1] .
On retrouve ainsi le Lemme 4.1 e tabli par Salberger (cf. les formules 11.5
de [13]) sachant que, dans le cas ou le faisceau anticanonique est
ample, la condition pgcdj=1, . . . , 6 (Rj (d))=1 est e quivalente a la condition
pgcdj=1, . . . , 6 (Pj (d))=1. Les formes line aires [li]6i=1 intervenant dans la
de finition des Pj sont de finies par la matrice
(li (ej)) i=1, . . . , 6
j=1, . . . , 6
:=\
0 0 1 2 2 1
+ .
1 0 0 1 2 2
2 1 0 0 1 2
2 2 1 0 0 1
1 2 2 1 0 0
0 1 2 2 1 0
Nous explicitons le calcul de F(s) la se rie de Dirichlet de finie par
F(s) := :
d # E$
1
‘
6
j=1
Pj (d)sj
.
Les facteurs eule riens Fp(s) de F(s) sont de finis par
Fp(s)= :
(k1 , k2) # N
2
p&k1 l1(s)&k2 l2(s)+ :
(k3 , k4) # N
2"[(0, 0)]
p&k3 l3(s)&k4 l4(s)
+ :
(k5 , k6) # N
2"[(0, 0)]
p&k5 l5(s)&k6 l6(s)+ :
(k$2 , k$4) # (N*)
2
p&k$2 l2(s)&k$4 l4(s)
+ :
(k$1 , k$6) # (N*)
2
p&k$1 l1(s)&k$6 l6(s)+ :
(k$3 , k$5) # (N*)
2
p&k$3 l3(s)&k$5 l5(s)
=
1
(1& p&l1(s))(1& p&l2(s))
+
1
(1& p&l3(s))(1& p&l4(s))
+
1
(1& p&l5(s))(1& p&l6(s))
&2+
p&l2(s)&l4(s)
(1& p&l2(s))(1& p&l4(s))
+
p&l1(s)&l6(s)
(1& p&l1(s))(1& p&l6(s))
+
p&l3(s)&l5(s)
(1& p&l3(s))(1& p&l5(s))
.
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En utilisant les notations du The ore me B, on a
:= 16 :
6
j=1
ej , B= :
6
j=1
ej* ,
m=n=6, rang([li]6i=1)=3, =3, _=1
et B # Conv*([li]6i=1) puisque B=
1
6 
6
i=1 li .
Le calcul de C0 est simple. On a C0=>p C0( p) ou
C0( p) :=\1&1p+
6
Fp(:)=
( p2+4p+1)( p&1)4
p6
.
Nous ne de taillons pas les de tails de la de termination d’un e quivalent du
volume de A;(B) car celle-ci est longue et simplement combinatoire.
L’e quivalent
Vol(A;(B))t 112B(log B)3 (B  +)
finalement permet d’e tablir gra^ce au The ore me B qu’il existe un re el %>0
et un polyno^me Q de degre 3 tel que
NT (B)=BQ(log B)+O(B1&%) (B1)
ou le coefficient dominant de Q est e gal a
1
3
‘
p {\1&
1
p+
4
\1+4p+
1
p2+= .
Nous retrouvons sur cet exemple la constante conjecture e par Peyre.
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